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Теория Гермейера–Вателя
Сильное равновесие

Имеется три типа драконов: нулевые, мнимые и отрицательные. Все они не существуют, однако, каждый тип – на свой особый манер. Мнимые и нулевые драконы, называемые на профессиональном языке мнимоконами и нульконами, не существуют значительно менее интересным способом, чем отрицательные.

С. Лем
Пусть задана игра (=(N,U1,…,Un,g1,…,gn(. Всякое непустое подмножество K множества игроков N будем называть коалицией. Обозначим 
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. Набор управлений всех игроков, входящих в коалицию K (то есть элемент множества UK) будем обозначать uK и называть стратегией коалиции.
Введем обозначение. Пусть u=(u1,…,un) – ситуация, а vK(UK – стратегия коалиции K. Символом (u((vK) будем обозначать такую ситуацию w=(w1,…,wn), что 
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Определение. Исход u доминирует исход v по коалиции K, если для любого i(K выполняется неравенство gi(u)≥gi(v) и существует i(K, для которого gi(u)>gi(v).

Определение. Ситуация u(U в игре  называется ситуацией сильного равновесия в игре (=(N,U1,…,Un,g1,…,gn(, если не существует коалиции K и ее стратегии vK, для которых исход (u((vK) доминирует исход u по коалиции K.

Лемма. Если u – ситуация сильного равновесия, то u – ситуация равновесия по Нэшу.

Доказательство. Рассмотрим коалицию {i}, состоящую из одного игрока i. По условию не существует стратегии vi(Ui, для которой gi(u((vi)>gi(u). Значит, для любой стратегии vi(Ui выполняется неравенство gi(u((vi)(gi(u). Так как игрок i может быть выбран произвольно, это означает, что u – ситуация равновесия по Нэшу.

Лемма. Если u – ситуация сильного равновесия, то u – эффективный исход.

Доказательство. Рассмотрим коалицию N, состоящую из всех игроков. Так как по условию не существует исхода vN, который доминирует исход u по коалиции N, это и означает, что исход u эффективен.
Понятие сильного равновесия весьма привлекательно, однако обладает одним существенным недостатком: сильных равновесий во многих играх не существует. Причем проблема здесь стоит гораздо острее, чем в случае с, например, ситуациями равновесия по Нэшу. В самом деле, условие существования равновесия по Нэшу в игре n лиц – это, по существу, условие разрешимости системы из n уравнений с n неизвестными. Ситуации сильного равновесия в той же игре должны удовлетворять системе из 2n–1 уравнения с n неизвестными. Понятно, что такие системы имеют решения лишь в исключительных случаях.
Можно показать, что ситуация нисколько не улучшается с переходом от игры к ее смешанному расширению. То же относится и к переходу к информационным расширениям, о которых речь пойдет в следующих лекциях. 

Поэтому особый интерес представляют примеры игр, в которых ситуации сильного равновесия все-таки существуют.
Примеры

Пример (Дж. Нэш). Пусть в евклидовом пространстве 
[image: image3.wmf]n
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 заданы точка w и компактное множество V. Рассмотрим следующую игру n лиц. Каждый из игроков выбирает число ui. Если получившийся вектор u=(u1,…,un) принадлежит множеству V, то игроки получают выигрыши ui соответственно. В противном случае игроки получают выигрыши wi.

Определим множество 
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. Если пересечение 
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 пусто, то ситуация w является ситуацией сильного равновесия, и в любой другой ситуации сильного равновесия игроки получают такие же выигрыши. Если это пересечение не пусто, то сильным равновесием является любая эффективная точка множества 
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, и других ситуаций сильного равновесия нет. Покажем это.

Рассмотрим сначала случай, когда пересечение 
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 пусто. Пусть uK – любая стратегия коалиции K. Случай, когда выигрыши в ситуациях w и (w((uK) совпадают тривиален. Если выигрыши в этих ситуациях различны, то (w((uK) принадлежит V, и в силу пустоты множества 
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, по крайней мере, один игрок i получает выигрыш меньший wi. Но игроки не входящие в K получают выигрыши wj, значит, игрок i принадлежит K и, следовательно, ситуация (w((uK) не может доминировать w по коалиции K. 
Обратно, пусть v – какая-то ситуация, в которой игроки получают выигрыши, отличные от w. Тогда v принадлежит V, и так как пересечение 
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 пусто, найдется игрок i, для которого vi<wi. Выбрав очень большое ui, этот игрок может вывести ситуацию за пределы V и тем самым увеличить свой выигрыш до wi, то есть ситуация v не является даже равновесием по Нэшу.
Обратимся к наиболее интересному случаю, когда множество 
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 не пусто. Пусть u – эффективная точка множества 
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, а vK – любая стратегия коалиции K. Если ситуация (u((vK)  по прежнему принадлежит 
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, то в силу эффективности исхода u, по крайней мере, один игрок получит в ней меньший выигрыш. Но игроки не входящие в K, сохраняют свои выигрыши, значит этот игрок входит в K, и новая ситуация не может доминировать старую по коалиции K. Если (u((vK) не принадлежит 
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, но принадлежит V, то, по крайней мере, один игрок i получит в новой ситуации выигрыш меньший wi, а значит и меньший ui. И опять таки этот игрок принадлежит коалиции K, что говорит о невыгодности отклонения этой коалиции. Наконец, если (u((vK) не принадлежит V, то все игроки  в ситуации (u((vK) получат выигрыши wi, что заведомо не больше, чем ui. Значит u – ситуация сильного равновесия.
Пусть теперь u – любая другая ситуация. Если она принадлежит 
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, то она заведомо доминируется каким-то другим исходом по коалиции N. Если она принадлежит V, но не принадлежит 
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, то найдется игрок i, для которого wi>ui, и ему выгодно отклониться от ситуации u, выбрав очень большое управление. Наконец, ситуации u не принадлежащие V опять-таки доминируются по коалиции N (за исключением случая, когда множество 
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 содержит ровно одну точку; разберитесь с этим случаем самостоятельно).
Эту игру можно интерпретировать, как игру с запрещенными ситуациями, рассматривая множество V как общее ограничение на управления всех игроков, а выигрыши w, как  штраф за их нарушение.
· Обогреватели

· Экология
Пример. Пусть заданы убывающие непрерывные функции f и h, отображающие 
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 в 
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. Рассмотрим следующую игру n лиц. Множество управлений любого игрока есть {0,1}, а функции выигрыша определяются условием 
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 Будем считать, что f(0)>h(n) и h(0)>f(n).

При сделанных предположениях уравнение f(x)=h(n+1–x) имеет единственное решение. Пусть k – наибольшее целое число, не превосходящее x. Сильными Равновесиями в указанной игре являются те, и только те ситуации, для которых 
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Действительно, если ситуация u удовлетворяет этому условию, то все игроки получают выигрыш больший f(x)=h(x). Если коалиция K совершает отклонение, выбрав стратегию vK, то возможны два случая. Если число поменявших стратегию с 0 на 1 равняется числу поменявших стратегию с 1 на 0, то суммарный выигрыш игроков, входящих в K, не изменится, значит, новая ситуация не доминирует старую по коалиции K. В противном случае можем считать, что в новой ситуации число игроков, выбравших 1 больше k (случай, когда их число меньше k рассматривается аналогично), и они получат выигрыш меньший f(x), а среди них непременно будет игрок, входящий в коалицию и ему отклонение не выгодно.
Обратно, если,  например, 
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, то игроки, выбравшие ui=1 получают выигрыши меньшие f(x). Если один из них поменяет свое управление на 0, он заведомо увеличит свой выигрыш.

Любопытно отметить, что задача из этого примера сводится к исследованию игры с запрещенными ситуациями
. В самом деле, рассмотрим игру двух лиц, в которой игроки выбирают по целому числу из множества {1,…,n}. Если выбранные числа u1 и u2 удовлетворяют условию u1+u2=n, то они получают выигрыши f(u1) и h(u2) соответственно, а в противном случае их выигрыши равны w, где w – число, меньшее, чем f(n) и h(n). Нетрудно видеть, что ситуации сильного равновесия в исходной игре соответствуют ситуациям равновесия по Нэшу в игре двух лиц с запрещенными ситуациями.
Пример. Три джентльмена желают выпить. Каждый из них имеет $2, а бутылка виски «Белый осел» стоит $3.62. Цель каждого джентльмена состоит в максимизации выпитого (купленная в складчину выпивка делится поровну между участвующими в покупке).
Формализуем этот пример. Пусть множество стратегий каждого игрока есть семейство всех подмножеств множества {1,2,3}. Назовем коалицию K замкнутой, если все игроки i, входящие в эту коалицию, выбрали управление ui=K. Выигрыш игрока i, вошедшего в замкнутую коалицию, состоящую из k>1 игроков равен 1/k. У всех остальных игроков выигрыши равны нулю.

В этой игре существует ситуация равновесия по Нэшу, в которой все три игрока объединяются в коалицию, и еще ситуации равновесия, в которых в коалицию объединяются два игрока, оставляя третьего наедине с самим собой. Но только ситуации с «парными» коалициями являются ситуациями сильного равновесия. Примечательно, что в симметричной игре все ситуации сильного равновесия несимметричны (хотя все множество сильных равновесий, разумеется, симметрично).
Пример. Пусть n фирм производят однородный продукт. Затраты i-ой фирмы на производство единицы продукции не зависят от масштаба производства и равны ci. Управлением фирмы является объем выпуска ui (по своему смыслу эти величины неотрицательны). Целью фирмы является максимизация прибыли gi(u)=p(u)ui–ciui. Будем считать, что рыночная цена продукции линейно убывает с ростом суммарного предложения:
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, где a и b – некоторые положительные константы.

Как показано в предыдущей лекции, в данной игре имеется ровно одна ситуация равновесия по Нэшу, которая не является эффективной. Значит, ситуаций сильного равновесия в этой игре нет.
Модель Гермейера–Вателя

Пусть N={1,…,n} – множество игроков, 
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 – множество управлений i-го игрока, функции fi:Ui(
[image: image24.wmf]¡

, i=1,…,n, непрерывны и строго возрастают по каждому аргументу, а функция 
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 непрерывна и строго возрастает по каждому аргументу. Пусть, кроме того, F(0)(0, а fi(0)=0 для всех i=1,…,n. Определим функцию выигрыша i-го игрока условием

gi(u1,…,un)=min{F(u1,…,un),fi(ai–ui)} (i=1,…,n)

(здесь принято обозначение 
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Игру (=(N,U1,…,Un,g1,…,gn( будем называть игрой Гермейера–Вателя.

Этот довольно узкий и весьма специфический класс игр представляет весьма значительный интерес благодаря богатству содержательных интерпретаций. Вот одна из них.

С давних пор многие мыслители задумывались об идеальном устройстве государства. В наших терминах речь по сути идет о таком механизме согласования целей отдельных граждан, при котором «эгоистичные» действия отдельных людей приводили бы к хорошим для всех результатам. Было предложено множество красивых идей. Среди них одно из центральных мест занимает идея равенства граждан. Однако попытки реализовать эти идеи на практике неоднократно проваливались. В лучшем случае удавалось создать системы, в которых все граждане одинаково бедные.

Возникает предположение, что все эти идеи реализуемы только тогда, когда интересы граждан удовлетворяют каким-то дополнительным условиям. Одно из таких условий, причем достаточно хорошо интерпретируемых, дает модель Гермейера–Вателя.
В самом деле, любой человек живет в обществе. И среди его потребностей есть такие, которые он может удовлетворить самостоятельно (потребность в еде, одежде и т. д.), но есть и такие, которые могут быть достаточно хорошо удовлетворены лишь в обществе (потребности в образовании, медицинском обслуживании, безопасности, хорошей экологической обстановке). Понятно, что человек чувствует себя хорошо, когда в той или иной мере удовлетворены все эти потребности. Это примерно соответствует игре Гермейера–Вателя.
Кстати, неоднократно отмечалось, что общество значительно консолидируется в случае войны, когда «нужна одна победа, одна на всех».

Следует отметить, что с ростом производительных сил общества роль «общественных» потребностей заметно возрастает. В этой связи уместно вспомнить метафору, принадлежащую Н.Н. Моисееву. У пассажиров, плывущих в одной лодке, могут быть разные потребности, но цель доплыть до берега есть у всех. В современном мире мы все находимся в одной «лодке» – планете Земля. Это связано и с глобальными экологическими проблемами (типа проблемы потепления), и с угрозой ядерной войны, и т. д.
1. Свертка критериев

· Комплектность

· Простота

· Пороговые значения

· Лишние параметры

Доказательство теоремы для одномерного случая

Лемма 1. В игре Гермейера–Вателя с одномерными множествами управлений существует ситуация равновесия по Нэшу.

Доказательство. Фиксируем стратегии всех игроков, кроме i-го и рассмотрим зависимость выигрыша i-го игрока от ui. Ограничение функции F на соответствующий отрезок обозначим (. Пусть (i(ui)=min{((ui),fi(ai–ui)}. Очевидно, функция ( строго возрастает.

Рассмотрим два случая.

1) ((0)(fi(ai). Тогда в силу монотонности fi(ai–ui)(((ui) для всех ui([0,ai] и, следовательно, (i(ui)= fi(ai–ui). Значит, функция (i(ui) строго монотонна и потому имеет единственную точку максимума ai.

2) ((0)<fi(ai). Тогда функция ((ui)–fi(ai–ui) отрицательна при ui=0 и положительна при ui=ai (так как ((ai)–fi(0)= ((ai)>((0)(0). Значит, существует точка c((0,ai) в которой ((c)=fi(ai–c). А поскольку функция ((ui)–fi(ai–ui) строго монотонна, эта точка c единственна. В силу монотонности для ui(c имеем (i(ui)= ((ui) и потому на отрезке [0,c] функция (i строго возрастает. Аналогично, при ui(c имеем (i(ui)= fi(ai–ui) и на отрезке [c,ai] функция (i строго монотонно убывает. Значит, точка c – единственная точка максимума функции (i.

Итак, в обоих случаях функция (i имеет единственную точку максимума. Таким образом, для каждого набора (u1,…,ui–1,ui+1,…,un) условие
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однозначно определяет элемент 
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В силу леммы о замкнутом графике функция 
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 непрерывна. А поскольку i произвольно, непрерывным является и отображение 
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, определяемое условием

v(u1,…,un)=( v1(u1,…,un), v2(u1,…,un),…, vn(u1,…,un)).

Множество 
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 есть произведение отрезков, а потому выпукло и компактно. Значит, по теореме Брауэра отображение v имеет неподвижную точку u*. Она и является ситуацией равновесия по Нэшу в рассматриваемой игре.

В самом деле, равенство u*=v(u*) влечет, в частности, равенство 
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Лемма доказана.

Лемма 2. Для того, чтобы ситуация u=(u1,…,un) была ситуацией равновесия по Нэшу в игре Гермейера–Вателя с одномерными множествами управлений необходимо и достаточно, чтобы существовало разбиение множества игроков N=R(S (R(S=() для которого выполняются условия

(() fi(ai–ui)=F(u) для всех i(R;

(() ui=0, fi(ai)<F(u) для всех i(S.

Доказательство. Необходимость уже обоснована при доказательстве леммы 1 (см. также более общую лемму 8). Докажем достаточность.

Пусть ситуация u удовлетворяет условиям (() и (().

Рассмотрим сначала i(R и пусть vi(Ui – произвольное управление. В силу условия  (() gi(u)=fi(ai–ui)=F(u). Если vi<ui, то 

gi(u1,…,ui–1,vi,ui+1,…,un)(F(u1,…,ui–1,vi,ui+1,…,un)<F(u)=gi(u).

Если же vi>ui, то
gi(u1,…,ui–1,vi,ui+1,…,un)(fi(ai–vi)< fi(ai–ui) =gi (u).

В обоих случаях видим, что i-му игроку не выгодно выбирать стратегию vi(ui.

Пусть теперь i(S. Тогда в силу условия (() ui=0 и  gi(u)=fi(ai). Пусть vi(Ui, vi(0. Тогда 

gi(u1,…,ui–1,vi,ui+1,…,un)(fi(ai–vi)< fi(ai) =gi(u),

то есть выбор стратегии vi(0 не выгоден i-му игроку. Достаточность доказана.

Лемма 3. В игре Гермейера–Вателя с одномерными множествами управлений всякая ситуация равновесия по Нэшу является ситуацией сильного равновесия.

Доказательство. Нам надо доказать, что ни одной коалиции K не выгодно отклоняться от ситуации равновесия по Нэшу u=(u1,…,un). Не ограничивая общности, можем считать, что K={1,…,k} (в противном случае можно просто поменять нумерацию игроков). Тогда нам нужно доказать, что не существует управлений v1(U1,…,vk(Uk таких, что 

1) gi(v1,…,vk,uk+1,…,un)( gi(u)  для всех i=1,…,k;

2) gj(v1,…,vk,uk+1,…,un)(gj(u)  для некоторого j(K.

Допустим противное.

Не ограничивая общности, можем считать, что K(R. В самом деле, если, например, j(K(S, то должно быть uj=vj. Действительно, если uj(vj, то в силу леммы 2 vj>uj=0 и 

gj(v1,…,vk,uk+1,…,un)( fj(aj–vj)< fj(aj–uj) =gj(u),

что противоречит условию 1). Ну а если uj=vj, то вместо коалиции K можно рассмотреть меньшую коалицию K\{j}.

Итак, в дальнейшем считаем, что K(R. Допустим, что существует j(K для которого vj>uj. Тогда 

gj(v1,…,vk,uk+1,…,un)( fj(aj–vj)< fj(aj–uj) =gj(u),

что противоречит условию 1).

Значит, vj(uj для всех i=1,…,k. Если существует j(K, для которого vj(uj, то тогда F(v1,…,vk,uk+1,…,un)(F(u) и, следовательно,

gj(v1,…,vk,uk+1,…,un)( F(v1,…,vk,uk+1,…,un)<F(u)=gj(u),

что опять противоречит условию 1).

Следовательно, vj=uj для всех i=1,…,k, но это противоречит условию 2).

Таким образом, предположение о том, что коалиции K выгодно отклоняться от ситуации u приводит к противоречию, что и доказывает лемму.

Лемма 4. Если u и v – две ситуации сильного равновесия в игре Гермейера–Вателя с одномерными множествами управлений, то gi(u)=gi(v) для всех i=1,…,n.

Доказательство. Пусть R1,S1 – разбиение множества игроков удовлетворяющее условиям леммы 4 и соответствующие ситуации u, R2,S2 – аналогичное разбиение, соответствующее ситуации v.

Допустим, F(u)>F(v). Тогда S2(S1 и, следовательно, R1(R2. Значит, для всех j(R1 имеем fj(aj–uj)=F(u)>F(v)= fj(aj–vj), то есть uj<vj. Но тогда из условия F(u)>F(v) следует, что существует j(S1, для которого vj(uj=0, что противоречит тому, что vj неотрицательно.

Итак, предположение F(u)>F(v) приводит к противоречию. Аналогично рассматривается случай F(v)>F(u). Значит, можно считать F(u)=F(v).

Но тогда S1=S2 и для i(S1 имеем ui=vi=0 и gi(ui)= gi(vi)=fi(ai). Кроме того, из S1=S2 следует R1=R2, а значит для i(R1 выполняются равенства gi(ui)= gi(vi)=F(u), что и требовалось доказать.
Следствие. В игре Гермейер–Вателя с одномерными множествами управлений ситуация равновесия по Нэшу единственна.
Доказательство теоремы для общего случая

Вернемся к исследованию общей модели Гермейера–Вателя (с многомерными множествами стратегий).

Пусть функции F и fi удовлетворяют всем условиям, сформулированным выше. Положим 
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где максимум берется по всем (u1,…,un), удовлетворяющим равенствам fi(ai–ui)= fi(ai)–vi (i=1,…,n).
Лемма 5. Функция 
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F

 строго монотонно возрастает по каждому из своих аргументов, непрерывна и 
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Доказательство. Сначала докажем монотонность. Пусть  wi>vi. Нам нужно доказать, что 
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. Фиксируем набор (u1*,…,un*), удовлетворяющий условиям 
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 и fi(ai–ui*)= fi(ai)–vi для всех i=1,…,n.

Рассмотрим функцию ((t)=fi(ai–((1–t)ui*+tai)). Имеем
((1)=fi(0)=0(fi(ai)–wi,

((0)= fi(ai–ui*)= fi(ai)–vi> fi(ai)–wi,

поэтому, поскольку функция ( непрерывна, существует такое t*((0,1], что ((t)= fi(ai)–wi. Положим, ui#=(1–t*)ui*+t*ai. Очевидно, 
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 для всех l=1,…,Li. Поэтому

F(u1*,…,ui–1*,ui#,ui+1*,…,un)> F(u1*,…,un).
Кроме того,  набор (u1*,…,ui–1*,ui#,ui+1*,…,un) удовлетворяет условиям fj(aj–uj*)= fj(aj)–vj для всех j(i, fi(ai–ui*)= fi(ai)–wi. Значит, 
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что и требовалось доказать.

Докажем непрерывность функции 
[image: image43.wmf]µ
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Установим сначала справедливость неравенства 
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 (полунепрерывность сверху).

Выберем последовательность w(1),w(2),… для которой 
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. Для каждого k=1,2,… выберем u(k) для которого F(u(k))=maxF(u), где максимум берется по всем u=(u1,…,un), удовлетворяющим условиям  

fi(ai–ui)= fi(ai)–wi(k), ui(Ui, i=1,…,n.

Отсюда, в частности, следует, что 
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, можно, не ограничивая общности, считать, что последовательности u(k)=(u1(k),…,un(k)) имеет предел 
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. В силу непрерывности функций fi тогда выполняются условия
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Тогда в силу определения функции 
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 имеем неравенство 
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, а из непрерывности функции F следует равенство 
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Докажем теперь, что 
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· Последовательность допустимых точек, сходящаяся к оптимальной
Выберем последовательность w(1),w(2),… для которой 
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 удовлетворяет условию F(u#)=maxF(u), где максимум берется по всем u=(u1,…,un), удовлетворяющим условиям  

fi(ai–ui)= fi(ai)–vi, ui(Ui, i=1,…,n.

Тогда, в частности, 
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Соединим точку 
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 отрезками с двумя вершинами параллелепипеда Ui: с началом координат и с точкой ai. Получившуюся ломаную обозначим Si. В силу монотонности и непрерывности функций fi, ломаная Si имеет ровно одну точку пересечения с множеством {ui(Ui: fi(ai–ui)=fi(ai)–wi(k)}. Обозначим эту точку ui(k).

В силу непрерывности функций fi всякая предельная точка последовательности ui(k) принадлежит множеству{ui(Ui: fi(ai–ui)=fi(ai)–vi}. В силу замкнутости ломаной Si эта предельная точка принадлежит Si. А поскольку пересечение этого множества с ломаной состоит из одной точки 
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Но в силу определения функции 
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 для каждого k справедливо неравенство 
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, что и доказывает нужное неравенство.

Неравенство 
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 непосредственно следует из неотрицательности функции F при всех u(U. Лемма доказана.

Обозначим 
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Наряду с игрой (=(N,U1,…,Un,g1,…,gn( рассмотрим агрегированную игру 
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 тоже является игрой Гермейера–Вателя.

Лемма 6. Пусть 
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 – ситуация сильного равновесия в игре 
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 определяется равенством F(u*)=maxF(u), где максимум берется по всем 
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, удовлетворяющим условиям 
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Доказательство. Покажем, что каждой коалиции не выгодно отклоняться от ситуации u*. Не ограничивая общности, можем считать, что эта коалиция состоит из первых k игроков.  Пусть 
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Положим 
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 и определим ситуацию 
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 равенством F(u+)=maxF(u), где максимум берется по всем 
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, удовлетворяющим условиям 
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Тогда по определению F(u+)(F(u#), и 
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Кроме того, 
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 для всех i=k+1,…,n. Следовательно, так как v* – ситуация сильного равновесия, либо 
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Но по определению ситуаций u+ и u* и функций 
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 имеем 
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, то есть либо gi(u#)(gi(u+)<gi(u*) для некоторого i(k, либо gi(u#)(gi(u+)(gi(u*) для всех i=1,…,k, что и требуется доказать.

Лемма 7. Пусть 
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 – ситуация сильного равновесия в игре (. Тогда в точке u* достигается максимум функции F(u) при ограничениях 
[image: image92.wmf]*

()(),1,...,

iiiiii

faufauin

-=-=

.

Доказательство. Если u*=0, утверждение тривиально, поскольку множество, по которому берется максимум, состоит из одной точки. Поэтому можем считать, что u*(0.

Допустим противное. Тогда существует ситуация 
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F(u#)>F(u*)
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Так как u*(0, существует i, для которого 
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Выберем у вектора 
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 положительную компоненту и уменьшим ее на величину (. Получим новую ситуацию 
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Если ( достаточно мало, то в силу непрерывности будет выполняться неравенство F(u()>F(u*). Кроме того, 
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Значит, gj(u()(gj(u*) для j(i, и gi(u()(gi(u*), то есть ситуация u( доминирует ситуацию u* по Парето, вопреки условию. Полученное противоречие доказывает лемму.

Лемма 8. Для того, чтобы ситуация u=(u1,…,un) была ситуацией равновесия по Нэшу в игре Гермейера–Вателя необходимо, чтобы существовало разбиение множества игроков N=R(S (R(S=() для которого выполняются условия

(() fi(ai–ui)=F(u) для всех i(R;

(() ui=0, fi(ai)<F(u) для всех i(S.

Доказательство. Допустим противное. Возможны два случая.

1. Для некоторого i выполняется неравенство fi(ai–ui)>F(u).

Тогда заведомо fi(ai–ui)>0, и, значит, ui(ai. Выберем l, для которого 
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Если ( достаточно мало, то в силу непрерывности будут выполняться условия

fi(ai–vi)>F(u1,…,ui–1vi,ui+1,…,un).
Кроме того, в силу монотонности

F(u1,…,ui–1,vi,ui+1,…,un)> F(u),

а значит,

gi(u1,…,ui–1vi,ui+1,…,un)= F(u1,…,ui–1vi,ui+1,…,un)> F(u)=gi(u),

что противоречит условию.

2. Для некоторого i выполняется неравенство fi(ai–ui)<F(u), но ui(0.

Выберем l, для которого 
[image: image105.wmf]0
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 и рассмотрим управление vi, определенное условием
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Если ( достаточно мало, то в силу непрерывности будут выполняться условия

fi(ai–vi)<F(u1,…,ui–1vi,ui+1,…,un),
а значит,

gi(u1,…,ui–1,vi,ui+1,…,un)=fi(ai–vi)>fi(ai–ui) =gi(u),

что вновь противоречит условию.

Полученные противоречия доказывают лемму.

Лемма 9. Пусть 
[image: image107.wmf]1
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 – ситуация сильного равновесия в игре (. Тогда ситуация 
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 будет ситуацией сильного равновесия в игре 
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Доказательство.  По условию 
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. В силу леммы 7 имеет место равенство 
[image: image111.wmf]µ
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В силу леммы 8 существуют множества R и S, для которых 

(() fi(ai–ui)=F(u) для всех i(R;

(() ui=0, fi(ai)<F(u) для всех i(S.
Но тогда для этих R и S выполняются условия

(() 
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 если i(R,

(() vi=0, 
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$

µ

()(),

i

i

i

favFv

-<

 если i(S.

А значит, в силу достаточного условия леммы 2, v – ситуация равновесия по Нэшу, а в силу леммы 3, v – ситуация сильного равновесия. 

Лемма доказана. Подведем итоги. Справедлива

Теорема. В игре Гермейера–Вателя существует ситуация сильного равновесия. Если u и v – две ситуации равновесия в одной игре Гермейера–Вателя, то для всех i=1,…,n справедливы равенства gi(u)= gi(v).

Доказательство. Первое утверждение следует из лемм 1 и 6. Второе утверждение следует из лемм 4 и 9.

Подведем итоги. В единственной оптимальной ситуации в модели Гермейера–Вателя все игроки разбиваются на два класса. В первый входят игроки, «уровень жизни» которых достаточно высок. Все они  в той или иной степени выделяют ресурсы на общее благо, и все «живут одинаково хорошо». Во второй входят «эгоисты», которые ничего не выделяют обществу, хотя и не потому, что не хотят этого, а потому, что их собственный уровень жизни не позволяет этого сделать, так как он слишком низок.
Число эгоистов уменьшается, и тем самым общество консолидируется, если уменьшается функция F (война). То же происходит и в случае роста функции fi (рост благосостояния). Если тот или другой процесс имеет достаточно большие масштабы, достигается пресловутое равенство.
2. Дальнейшее развитие

· Другие свертки критериев

· Игры с запрещенными ситуациями

· Аукционы

· Возможность агрегирования модели Гермейера–Вателя для других способов свертки критериев.
· Нащупывание равновесия (Н. Моисеев. Человек и биосфера)

Пример

В качестве примера рассмотрим игру, в которой множества управлений Ui=[0,ai], а функции 
[image: image114.wmf]1
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 и fi(ui)=biui. Не ограничивая общности, можем считать, что игроки упорядочены так, что a1b1≥a2b2≥…≥anbn. 
Согласно полученным выше результатам в данной игре существует единственная ситуация сильного равновесия, которая удовлетворяет условиям:

[image: image115.wmf]1

,

(),

для,

0,

для.

n

i

i

iii

i

ABuw

bauwiR

uiR

=

ì

+=

ï

ï

ï

-=Î

í

ï

=Ï

ï

ï

î

å


(где коалицию R еще предстоит найти).
Из этой системы получим 
[image: image116.wmf]1
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 для i(R. Суммируя эти равенства, найдем 
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. Подставляя это значение в первое уравнение системы, найдем 
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1

i

iR

i

iR

ABa

w

B

b

Î

Î

+

=

+

å

å

 и 
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jR

ii

i

i

j

jR

ABa

ua

b

bB

b

Î

Î

+

=-

+

å

å

.
Величина 
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 должна быть больше aibi для всех i не принадлежащих R и не больше aibi для всех i принадлежащих R. Значит, при сделанном нами предположении об упорядочении R={1,…,k} для некоторого k.  Его можно найти перебором, проверяя условие 
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. Наименьшее k, удовлетворяющее этому условию будет искомым.
· Задача 1.6 стр. 50 у толстого Мулена.

Обобщенная модель Гермейера–Вателя

В этом разделе мы будем рассматривать игры вида (=(N,U1,…,Un,g1,…,gn(, где N={1,…,n}, U – компактные множества,
gi(u1,…,un)=min{F(u1,…,un),fi(ui)} (i=1,…,n),

а функции fi:Ui(
[image: image122.wmf]¡

, i=1,…,n и 
[image: image123.wmf]1

:

n

i

i

FU

=

®

Õ

¡

 непрерывны. Такие игры будем называть обобщенными играми Гермейера–Вателя.
Для их исследования понадобятся некоторые понятия, представляющие и значительный самостоятельный интерес.
Определение. Будем говорить, что вектор 
[image: image124.wmf]1
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 не хуже вектора 
[image: image125.wmf]1
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 в смысле лексикографического порядка и писать 
[image: image126.wmf]xy

>

, если либо x=y, либо существует i=1,…,n, для которого xi>yi и xi=yj для всех j<i.
· Картинка {y: 
[image: image127.wmf]xy
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} и {y: y
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Лемма. Отношение 
[image: image129.wmf]>

 является отношением линейного порядка, то есть выполняются условия

1. для любых векторов x и y либо x
[image: image130.wmf]>

y, либо y
[image: image131.wmf]>

x;

2. для любого вектора x имеет место отношение x
[image: image132.wmf]>

x;

3. если x
[image: image133.wmf]>

y и y
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x, то x=y;

4. если x
[image: image135.wmf]>

y и y
[image: image136.wmf]>

z, то x
[image: image137.wmf]>

z.
Доказательство. Докажем условие 1. Если x=y, то доказывать нечего. В противном случае множество индексов i, для которых xi(yi не пусто. Пусть k – наименьший из таких индексов. Тогда xi=yi для всех i<k и имеет место одно из двух неравенств xk>yk или xk<yk. В первом случае x
[image: image138.wmf]>

y, а во втором – y
[image: image139.wmf]>

x.

Свойство 2 очевидно.

Докажем свойство 3. Допустим противное. Тогда множество индексов i, для которых xi(yi не пусто. Пусть k – наименьший из таких индексов. Если xk>yk, то приходим к противоречию с условием y
[image: image140.wmf]>

x, а если xk<yk, то получается противоречие с условием x
[image: image141.wmf]>

y.

Остается доказать свойство 4. Если x=y или y=z утверждение очевидно. В противном случае пусть i – наименьший индекс, для которого xi>yi, а k – наименьший индекс, для которого yk>zk. Если i(k, то для j<i выполняются равенства xj=yj=zj, и xi>yi≥zi, значит, x
[image: image142.wmf]>

z. Если же k<i, то для j<k выполняются равенства xj=yj=zj, и xi≥yi>zi и опять x
[image: image143.wmf]>

z.
Лемма. Если множество X компактно, а отображение 
[image: image144.wmf]:
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 непрерывно, то множество таких x(X, что 
[image: image145.wmf]()()
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 для любого y(X, не пусто и компактно.

Доказательство по существу проведено в лекции 5.
Пусть x=(x1,…,xn) – вектор. Обозначим x(=(x(1),…,x(n)) вектор, компоненты которого x(1)(…(x(n) есть компоненты вектора x, упорядоченные по возрастанию.

Лемма. Отображение, ставящее в соответствие вектору x вектор 
[image: image146.wmf]x

­

 непрерывно.

Доказательство. Пусть (k –  семейство всех подмножеств множества N, содержащих k элементов. Тогда 
[image: image147.wmf]()
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. Из утверждений, доказанных в лекции 1, следует, что функция x(k) непрерывна. Так как все компоненты интересующего нас отображения непрерывны, непрерывно и оно само.
Определение. Будем говорить, что вектор 
[image: image148.wmf]1
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 не хуже вектора 
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 в смысле лексиминного порядка и писать 
[image: image150.wmf]xy

?

, если 
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· Картинка {y: 
[image: image152.wmf]xy
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} и {y: y
[image: image153.wmf]?
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Лемма. Отношение 
[image: image154.wmf]?

 является отношением предпорядка, то есть выполняются условия

1. для любых векторов x и y либо x
[image: image155.wmf]?

y, либо y
[image: image156.wmf]?

x;

2. для любого вектора x имеет место отношение x
[image: image157.wmf]?

x;

3. если x
[image: image158.wmf]?

y и y
[image: image159.wmf]?

z, то x
[image: image160.wmf]?

z.
Кроме того, выполняется условие 
4. если x
[image: image161.wmf]?

y и y
[image: image162.wmf]?

x, то 
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Доказательство легко получается из первой леммы данного раздела.
Обозначим 
[image: image164.wmf]Lexmax()
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 множество всех таких x(X, что 
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Лемма. Если множество X компактно, а отображение 
[image: image166.wmf]:
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 непрерывно, то множество 
[image: image167.wmf]Lexmax()
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 не пусто и компактно.

Доказательство. Отображение x((f(1) (x),…,f(n)(x)) непрерывно как суперпозиция непрерывных отображений. Тогда существует x, для которого отношение 
(f(1) (x),…f(n)(x))
[image: image168.wmf]>

(f(1) (y),…,f(n)(y)) выполняется для всех y. Очевидно, 
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 замкнуто как прообраз точки при непрерывном отображении x((f(1) (x),…,f(n)(x)), а, следовательно, компактно. 
Лемма. Если x и y принадлежат множеству 
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Лемма. Если x(
[image: image173.wmf]Lexmax()
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, то x – эффективная стратегия.

Доказательство. Достаточно заметить, что если x доминирует по Парето y, то 
f(x) 
[image: image174.wmf]?

f(y).

Теперь мы в состоянии провести простое доказательство следующей теоремы.

Теорема. В обобщенной игре Гермейера–Вателя существует ситуация равновесия по Нэшу.

Доказательство. Обозначим g(u)=(g(1)(u),…,g(n)(u)). Как доказано выше, множество 
[image: image175.wmf]Lexmax()
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 не пусто. Покажем, что всякая ситуация 
[image: image176.wmf]Lexmax()
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 является ситуацией равновесия.

Допустим противное. Тогда найдется игрок i(N и стратегия vi(Ui, для которых выполняется неравенство gi(u((vi)>gi(u). Возможны два случая.

1) fi(ui)<F(u). Тогда gi(u)= fi(ui)< gi(u((vi)( F(u((vi). Следовательно, для всех j(i, для которых gj(u)(gi(u), выполняются условия gj(u)=fj(u)(F(u((vi), а значит gj(u((vi)=gj(u). Но тогда получается противоречие с условием 
[image: image177.wmf]Lexmax()
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2) fi(ui)≥F(u). Тогда gi(u)=F(u) и по предположению 
F(u((vi)≥ gi(u((vi)>gi(u)=F(u). Значит, для всех j выполняются неравенства gj(u((vi)≥gj(u), что вновь противоречит условию 
[image: image178.wmf]Lexmax()
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Полученные противоречия доказывают теорему.
Задачи.

1. Пусть в игре (=(N,U1,…,Un,g1,…,gn( множества Ui компактны, а функции gi непрерывны. Будет ли компактным множество ситуаций сильного равновесия?

2. Ослабим требования к игре Гермейера–Вателя, полагая, что функции F и fi лишь неубывающие. Докажите, что и в такой игре существуют равновесия по Нэшу.

3. Будет ли верно аналогичное утверждение для ситуаций сильного равновесия?

4. Пусть функции F и g непрерывны на произведении компактов X и Y и 
N(x)={y(Y: g(x,y)≥0}. Докажите, что функция 
[image: image179.wmf]()
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полунепрерывна снизу на X.

5. Можно ли в условиях предыдущей задачи утверждать, что функция f непрерывна.

6. Пусть функции F и g непрерывны на произведении компактов X и Y и 
N(x)={y(Y: g(x,y)≥0} и M(x)={y(Y: g(x,y)>0}. Докажите, что если для любого x(X замыкание множества M(x) совпадает с N(x), то функция 
[image: image180.wmf]()
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непрерывна снизу на X.

***

7. Докажите, что условие, сформулированное в лемме 8 является достаточным условием сильного равновесия.

***

8. Найти ситуации сильного равновесия в играх Гермейера–Вателя с одномерными множествами управлений и критериями, заданными условиями

А)
[image: image181.wmf]1,

i

iiii

Fxfbax

=+=-

å


Б)
[image: image182.wmf](

)

2

1,

i

iiii

Fxfbax

=+=-

å


В)
[image: image183.wmf](

)

ln1,ln1

ii

ii

i

ax

Fxf

b

æö

-

=+=+

ç÷

èø

å


Г)
[image: image184.wmf]1,ln1

ii

ii

i

ax

Fxf

b

æö

-

=+=+

ç÷

èø

å

 На компьютере
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